
Support Vector Machines (VHQG FRUUHFWLRQV WR \NV DW FVDLO.PLW.HGX)

IQ SVMV ZH DUH WU\LQJ WR ILQG D GHFLVLRQ ERXQGDU\ WKDW PD[LPL]HV WKH "PDUJLQ" RU WKH "ZLGWK RI WKH URDG" VHSDUDWLQJ WKH
SRVLWLYHV IURP WKH QHJDWLYH WUDLQLQJ GDWD SRLQWV.

TR ILQG WKLV ZH minimi]e:      VXEMHFW WR WKH FRQVWUDLQWV 

TKH UHVXOWLQJ LDJUDQJH PXOWLSOLHU HTXDWLRQ ZH WU\ WR RSWLPL]H LV:

                                    

SROYLQJ WKH DERYH LDJUDQJLDQ RSWLPL]DWLRQ SUREOHP ZLOO JLYH XV Z, E, DQG DOSKDV, SDUDPHWHUV WKDW GHWHUPLQHV D unique
PD[LPDO PDUJLQ (URDG) VROXWLRQ.   OQ WKH PD[LPXP PDUJLQ "URDG", WKH +YH, DQG ­YH SRLQWV WKDW VWULGH WKH "JXWWHU" OLQHV DUH
FDOOHG VXppoUW YecWoUV.   TKH GHFLVLRQ ERXQGDU\ OLHV DW WKH PLGGOH RI WKH URDG.   TKH GHILQLWLRQ RI WKH "URDG" LV GHSHQGHQW RQO\
RQ WKH VXSSRUW YHFWRUV, VR FKDQJLQJ (DGGLQJ GHOHWLQJ) QRQ­VXSSRUW YHFWRU SRLQWV ZLOO QRW FKDQJH WKH VROXWLRQ.   NRWH, WKDW
ZLGHVW "URDG" LV D 2D FRQFHSW.  II WKH SUREOHP LV LQ 3D ZH ZDQW WKH ZLGHVW UHJLRQ ERXQGHG E\ WZR SODQHV; LQ HYHQ KLJKHU
GLPHQVLRQV, D VXEVSDFH ERXQGHG E\ WZR K\SHUSODQHV.

SROYLQJ IRU WKH LDJUDQJH PXOWLSOLHU  V LQ JHQHUDO UHTXLUHV QXPHULFDO RSWLPL]DWLRQ PHWKRGV WKDW DUH EH\RQG WKH VFRSH RI WKLV
FODVV.   IQ SUDFWLFH, \RX XVH QXDGUDWLF PURJUDPPLQJ VROYHUV.  A SRSXODU DOJRULWKP IRU VROYLQJ SVMV LV PODWW'V SMO (SHTXHQWLDO
MLQLPDO OSWLPL]DWLRQ) DOJRULWKP.    FRU SVM SUREOHPV RQ TXL]]HV, ZH JHQHUDOO\ MXVW DVN \RX WR VROYH IRU WKH YDOXHV RI Z, E
DQG DOSKDV XVLQJ DOJHEUD DQG/RU JHRPHWU\.

Useful Equations for solving SVM questions

A. Equations derived from optimi]ing the Lagrangian:

1. Partial of the Lagrangian wrt to b:  FURP 

                NRWH WKDW     DQG   IRU QRQ­VXSSRUW YHFWRUV.

SXP RI DOO DOSKDV (VXSSRUW YHFWRU ZHLJKWV) ZLWK WKHLU VLJQV VKRXOG DGG WR 0. 

2. Partial of the Lagrangian wrt to w:  FURP 

FRU ZKHQ XVLQJ D OLQHDU NHUQHO.
TKH VXPPDWLRQ RQO\ FRQWDLQV VXSSRUW YHFWRUV.
SXSSRUW YHFWRUV DUH WUDLQLQJ GDWD SRLQWV ZLWK 

FRU ZKHQ XVLQJ D GHFRPSRVDEOH NHUQHO (VHH GHILQLWLRQ
EHORZ). 

SXP RI DOSKDV, \V RI VXSSRUW YHFWRUV ZUW WR YHFWRU Z.  

B. Equations from the boundaries and constraints:
3. The Decision boundar\:

             

GHQHUDO IRUP, IRU DQ\ NHUQHO.
TR FODVVLI\ DQ XQNQRZQ  , ZH FRPSXWH WKH NHUQHO IXQFWLRQ 

 DJDLQVW HDFK RI WKH support vectors  .  
SXSSRUW YHFWRUV DUH WUDLQLQJ GDWD SRLQWV ZLWK 

           
 

FRU ZKHQ XVLQJ D OLQHDU NHUQHO 

4. Positive gutter: 

  GHQHUDO IRUP, IRU DQ\ NHUQHO.

 



  For use when the Kernel is linear.

5. NegaWiYe gXWWer:

               

6. The ZidWh of Whe margin (or road):

           where,       

Alternate formula for the two support vector case:

     

ThiV eTXaWiRQ iV XVefXO ZheQ VROYiQg SVM SURbOePV iQ 1D RU 2D, ZheUe Whe ZidWh Rf Whe URad caQ be visuall\ determined.

Common SVM Kernels:

Linear Kernel

In document classification, feature vectors are composed of binary word
features:
I(word=foo) outputs 1 if the word "foo" appears in the  document 0 if it does
not.

Each document is represented as _vocabulary_ length feature vectors.   Support
vectors found are generally particularly salient documents (documents best at
discriminating topics being classified).

Decomposable Kernels

Idea: Define   that transforms input
vectors into a different (usually higher)
dimensional space where the data is (more
easily) linearly separable.

Example:

 

Polynomial Kernel

   n > 1

Example: Quadratic Kernel:        
In 2D resulting decision boundary can look parabolic, linear or
hyperbolic depending on which terms in the expansion dominate.
Here is an expansion of the quadratic kernel, with u = [x, y]

HW: Try this Kernel using Professor Winston's demo

Radial Basis Function (RBF) or Gaussian
In 2D generated decision boundaries resemble contour circles around clusters
of +ve and ­ve points.   Support vectors are generally +ve or ­ve points that



KeUQeO

WiOO fiW aOPRVW aQ\ daWa.  Ma\ e[hibiW
RYeUfiWWiQg ZheQ XVed iPSURSeUO\.
SiPiOaU WR KNN bXW ZiWh aOO SRiQWV
haYiQg a YRWe; ZeighW Rf each YRWe
deWeUPiQed b\ GaXVViaQ

PRiQWV faUWheU aZa\ geW OeVV Rf
a YRWe WhaQ SRiQWV QeaUb\

aUe cORVeVW WR Whe RSSRViQg cOXVWeU.  The cRQWRXU VSace dUaZQ UeVXOWV fURP VXP
Rf VXSSRUW YecWRU GaXVViaQV.

HW: TU\ WhiV KeUQeO XViQg PURfeVVRU WiQVWRQ'V dePR

WheQ    iV OaUge \RX geW fOaWWeU GaXVViaQV.  WheQ   iV VPaOO \RX geW
VhaUSeU GaXVViaQV.  (HeQce ZheQ XViQg a VPaOO   cRQWRXU deQViW\ ZiOO
aSSeaU cORVeU / deQVeU aURXQd VXSSRUW YecWRU SRiQWV).   

HeUe iV Whe KeUQeO iQ­2D e[SaQded RXW, ZiWh X = [[, \]

   

AV a SRiQW geWV cORVeU WR a VXSSRUW YecWRU iW aSSURacheV e[S(0) = 1.  AV a SRiQW
PRYeV faU aZa\ fURP a VXSSRUW YecWRU iW aSSURacheV e[S(­iQfiQiW\) = 0.

SigPRidaO (WaQh) KeUQeO
AOORZV fRU cRPbiQaWiRQ Rf OiQeaU
deciViRQ bRXQdaUieV

PURSeUWieV Rf WaQh:

SiPiOaU WR Whe VigPRid fXQcWiRQ    

RaQgeV fURP ­1 WR +1. 
WahQ([) => +1 ZheQ [ >> 0
WahQ([) => ­1  ZheQ [ << 0

ReVXOWiQg deciViRQ bRXQdaUieV aUe ORgicaO cRPbiQaWiRQV Rf OiQeaU
bRXQdaUieV.   NRW WRR diffeUeQW fURP VecRQd Oa\eU QeXURQV iQ NeXUaO NeWV.

LiNe RBF, Pa\ e[hibiW RYeUfiWWiQg ZheQ iPSURSeUO\ XVed.

LiQeaU cRPbiQaWiRQ Rf KeUQeOV

Idea: KeUQeO fXQcWiRQV aUe cORVed XQdeU
addiWiRQ aQd VcaOiQg (b\ a SRViWiYe QXPbeU).

ScaOiQg:
                  fRU a > 0
RU LiQeaU cRPbiQaWiRQ:
       a,b>0

Method 1 of Solving SVM parameters b\ inspection:  
ThiV iV a VWeS­b\­VWeS VROXWiRQ WR PURbOeP 2.A fURP 2006 TXi] 4:
We aUe giYeQ Whe fROORZiQg gUaSh ZiWh   aQd   SRiQWV RQ Whe [­\ a[iV;  
+Ye SRiQW aW [1 (0, 0) aQd a ­Ye SRiQW [2 aW (4, 4).

CaQ a SVM VeSaUaWe WhiV?   i.e. iV iW OiQeaUO\ VeSaUabOe?  HecN Yeah!  XViQg Whe OiQe abRYe.
Part 2A: Provide a decision boundar\:



We caQ fiQd Whe deciViRQ bRXQdaU\ b\ gUaShicaO iQVSecWiRQ.
1.  The deciViRQ bRXQdaU\ OieV RQ Whe OiQe:   \ = ­[ + 4
2.  We haYe a +Ye VXSSRUW YecWRU  aW (0, 0) ZiWh OiQe eTXaWiRQ \ = ­[
3.  We haYe a ­Ye VXSSRUW YecWRU aW (4, 4) ZiWh OiQe eTXaWiRQ \ = ­ [ + 8

GiYeQ Whe eTXaWiRQ fRU Whe deciViRQ bRXQdaU\, Ze Qe[W PaVVage Whe aOgebUa WR geW Whe deciViRQ bRXQdaU\ WR cRQfRUP ZiWh Whe
deViUed fRUP, QaPeO\:

     
1.      (< becaXVe +Ye iV beORZ Whe OiQe)
2. 
3.     (PXOWiSOied b\ ­1)
4.     (ZUiWiQg RXW Whe cRefficieQWV e[SOiciWO\)

NRZ Ze caQ Uead Whe VROXWiRQ fURP Whe eTXaWiRQ cRefficieQWV: 
Z1 = ­1    Z2 = ­1    b = 4

Ne[W, XViQg RXU fRUPXOa fRU ZidWh Rf URad, Ze checN WhaW WheVe ZeighWV giYeV a URad ZidWh Rf:   .   

WAIT!   ThiV iV cOeaUO\ QRW Whe ZidWh Rf Whe "ZideVW" URad/PaUgiQ.   
We UePePbeU WhaW aQ\ PXOWiSOe c (c>0) Rf Whe bRXQdaU\ eTXaWiRQ iV VWiOO Whe VaPe deciViRQ bRXQdaU\.  SR aOO eTXaWiRQV Rf Whe
fRUP:

    
SWUideV WhiV deciViRQ bRXQdaU\.   SR heUe iV a PRUe geQeUaO VROXWiRQ:

 Z1 = ­c   Z2 = ­c   b = 4c

RU     aQd 

UVing The WidWh of Whe Road ConVWUainW
GUaShicaOO\ Ze Vee WhaW Whe ZideVW ZidWh PaUgiQ VhRXOd be:       
The VROXWiRQ ZeighW YecWRU   aQd iQWeUceSW   caQ be VROYed b\ VROYiQg fRU c cRQVWUaiQed b\ Whe NQRZQ ZidWh­Rf­Whe­URad.  
LeQgWh Rf   iQ WeUPV Rf c:   

    

NRZ SOXgiQ aOO WhiV iQWR Whe PaUgiQ ZidWh eTXaWiRQ aQd VROYiQg fRU c, Ze geW:

         =>        =>        =>   

ThiV PeaQV Whe WUXe ZeighW YecWRU aQd iQWeUceSW fRU Whe SVM VolXWion VhRXOd be:

  aQd 

Ne[W Ze VolYe foU alphaV,  XViQg Whe Z YecWRU aQd eTXaWiRQ 1.
  

POXgiQ iQ Whe YecWRU YaOXeV Rf VXSSRUW YecWRUV aQd Z:

We geW WZR ideQWicaO eTXaWiRQV:

     RU       

UViQg ETXaWiRQ 1, QRZ Ze caQ VROYe fRU Whe RWheU aOSha:



PaUW 2B: DReV Whe bRXQdaU\ chaQge if a +Ye SRiQW [3 iV added aW (­1, ­1)?
NR.  SXSSRUW YecWRUV aUe VWiOO aW 1, aQd 2.  DeciViRQ bRXQdaU\ VWa\V Whe VaPe.
PaUW 2C: WhaW if SRiQW [2 (­Ye) iV PRYed WR cRRUdiQaWe (N, N)?
HRZ ZiOO   YaOXeV chaQge, iQcUeaVe, decUeaVe RU VWa\ VaPe?  WheQ N = 2? aQd N = 8?
AQVZeU:  GR bacN WR hRZ Ze VROYed fRU aOShaV:

    
POXgiQ iQ [2 

SROYiQg fRU 
    RU  

UViQg Whe facW WhaW   ,     

aQd ZidWh­Rf­URad/PaUgiQ  .   
We e[SUeVV aOSha iQ WeUPV Rf Whe PaUgiQ m:    

AQVZeU:
WheQ N chaQgeV fURP 4 WR 2.   The PaUgiQ (URad ZidWh) P iV haOYed aQd N iV aOVR haOYed.   SR aOSha PXVW iQcUeaVe b\ a
facWRU Rf 4.
WheQ N chaQgeV fURP 4 WR 8.   The PaUgiQ P iV dRXbOed, N iV aOVR dRXbOed.   SR aOSha PXVW decUeaVe b\ a facWRU Rf 4.

ThRXgh Ze dR QRW SURYide a fXOO SURRf heUe.   AOSha iQ geQeUaOO\ chaQgeV inversel\ ZiWh P.
WideQ URad ­> ORZeU aOSha.  NaUURZed URad ­> higheU aOSha

MeWhRd 2: SROYiQg fRU aOSha, b, aQd Z ZiWhRXW YiVXaO iQVSecWiRQ (B\ cRPSXWiQg KeUQeOV
aQd VROYiQg CRQVWUaiQW eTXaWiRQV)
E[aPSOe fURP 2005 FiQaO E[aP.
IQ WhiV SURbOeP \RX aUe WROd WhaW \RX haYe Whe fROORZiQg SRiQWV.

 ­Ye SRiQWV:   A  aW (0, 0)   B  aW (1, 1)
+Ye SRiQWV:   C  aW (2, 0)

and that these points lie on the gutter in the SVM ma[­margin solution.

SWeS 1.   CRPSXWe aOO NeUQeOV fXQcWiRQ YaOXeV, Zhich iQ WhiV caVe, WheVe aUe aOO dRW SURdXcWV.
K(A, A) = 0*0+0*0 = 0 K(A, B) = 0*1+0*1 = 0 K(A, C) = 0*2+0*0 = 0

K(B, A) = 1*0+1*0 = 0 K(B, B) = 1*1+1*1 = 2 K(B, C) = 1*2+1*0 = 2

K(C, A) = 2*0+0*0 = 2 K(C, B) = 2*1+0*1 = 2 K(C, C) = 2*2+0*0 = 4

SWeS 2:   WUiWe RXW Whe V\VWeP Rf eTXaWiRQV, XViQg SVM cRQVWUaiQWV:

CRQVWUaiQW 1:  ,  

CRQVWUaiQW 2:   SRViWiYe gXWWeU.

CRQVWUaiQW 3:    QegaWiYe gXWWeU.
ThiV ZiOO \ieOd 4 eTXaWiRQV.
C1 ­1 ­1 1 0 0



C3.A \AK(A,A)=­
1*0=0 

\BK(B,A)=­
1*0=0

\cK(C,A)=+1*2=2 + 1 ­1

C3.B
\AK(A,B)=­
1*0=0 

\BK(B,B)=­
1*2=­2

\cK(C,B)=+1*2=2 + 1 ­1

C2.C
\AK(A,C)=­
1*0=0 

\BK(B,C)=­
1*2=­2

\cK(C,C)=+1*4=4 + 1 +1

For clarit\ here are the four equations:

C1

C3.A

C3.B

C2.C

Step 3:  Use \our favorite method of solving linear equations to solve for the 4 unknowns.
Answer:

This is a more general wa\ to solve SVM parameters, without the help of geometr\.  This method can be applied to problems
where "margin" width or boundar\ equation can not be derived b\ inspection.  (e.g. > 2D)

NOTE:  We used the gutter constraints as equalities above because we are told that the given points lie on the "gutter".   
More realisticall\, if we were given more points, and not all points la\ on the gutters, then we would be solving a s\stem of
ineqXaliWieV (because the gutter equations are reall\ constraints on >= 1 or <= ­1).    

In the quadratic programming solvers used to solve SVMs, we are in fact doing just that, we are minimi]ing a target function
b\ subjecting it to a s\stem of linear inequalit\ constraints.

E[ample of SVMs Zith a Non­Linear Kernel
From Part 2E of 2006 Q4.  You are given the graph below and the following kernel:

and \ou are asked to solve for equation for the decision boundar\.

Step 1: First, decompose the kernel into a dot product of   functions: 



AQVZeU:  

SWeS 2: CRQYeUW aOO RXU RUigiQaO SRiQWV iQWR Whe QeZ VSace XViQg Whe WUaQVfRUP.  (We aUe gRiQg fURP 2D WR 1D).
PositiYe SRiQWV aUe aW:
    

    

    

    

NegatiYe SRiQWV aUe aW:
    

    

SWeS 3:  PORW Whe SRiQWV iQ Whe QeZ VSace, WhiV aSSeaUV aV a OiQe fURP 0 WR 8.
WiWh SRViWiYe SRiQWV aW 0, 2, 4 aQd QegaWiYe SRiQWV aW 6, 8.

The VXSSRUW YecWRUV Oie beWZeeQ   aQd   (beWZeeQ YaOXeV Rf 4 aQd 6)
HeQce Whe deciViRQ bRXQdaU\ (Pa[iPXP PaUgiQ) VhRXOd be:    
The < dXe WR Whe SRViWiYe SRiQWV beiQg aOO OeVV WhaQ 5.

E[SaQdiQg Whe deWeUPiQed deciViRQ bRXQdaU\ iQ WeUPV Rf cRPSRQeQWV Rf [, Ze geW:

STXaUe bRWh VideV:

CRQYeUW WR   (VWaQdaUd fRUP):

ThiV iV a ciUcOe ZiWh UadiXV 



An Abstract Lesson on Support Vector Behavior

SXSSRVe \RX haYe Whe abRYe VeW Rf SRiQWV.  LeW'V VROYe Whe SVM SaUaPeWeUV b\ iQVSecWiRQ.
1. BRXQdaU\ eTXaWiRQ:

   =>      =>  

2. Read Rff Whe   aQd b  aQd PXOWiSO\ b\ c (c>0):

   

3. NRZ aSSO\ Whe ZidWh Rf Whe URad/PaUgiQ cRQVWUaiQW:

   SOXggiQg iQ iQ OeQgWh Rf Z, aQd VROYiQg fRU c:

   =>  

4. NRZ Ze haYe Whe SVM RSWiPaO VROXWiRQV WR Z aQd b:

      

5. Ne[W, VROYe fRU Whe    XViQg Whe WZR OagUaQgiaQ eTXaWiRQV:

 aQd 

a) FURP e[SaQdiQg Whe fiUVW eTXaWiRQ, Ze geW:

Zhich OeadV WR WZR eTXaWiRQV:

  RU       aQd       RU 

b) FURP e[SaQdiQg Whe VecRQd eTXaWiRQ  , Ze geW:

   RU   
c) PXWWiQg Whe eTXaWiRQV fURP a) aQd b) WRgeWheU Ze caQ VROYe fRU Whe RWheU WZR aOShaV.

   RU        aQd ViPiOaUO\ fRU     

We Vee WhaW Whe WZR +Ye VXSSRUW YecWRU aOShaV aUe VSOiW baVed RQ Whe UaWiR Rf diVWaQceV deWeUPiQed b\ V aQd W.   If W = V ZeUe

eTXaO, WheQ   =   = 

ObVeUYaWiRQ A: 
Q: SXSSRVe Ze PRYed SRiQW A WR Whe RUigiQ aW (0, 0).  WhaW haSSeQV WR   aQd  ? 

A: ThiV cRQfigXUaWiRQ baVicaOO\ iPSOieV V = 0; VR Ze geW:     aQd  .

CRQceSWXaOO\,    QRZ becRPeV Whe sole primar\ support vector becaXVe SRiQW A ViWV diUecWO\ acURVV fURP SRiQW B.   PRiQW



A WakeV Xp all Whe VhaUe of Whe "pUeVVXUe" in holding Xp Whe maUgin; poinW C, WhoXgh VWill on Whe gXWWeU, effecWiYel\ becomeV a
non­VXppoUW YecWoU.  So WhiV implieV WhaW poinWV on Whe gXWWeU ma\ noW alZa\V VeUYe Whe Uole of being a VXppoUW YecWoU.

ObVeUYaWion B:
Q: SXppoVe Ze changed k, b\ moYing poinW B Xp/oU doZn Whe \­a[iV ZhaW happenV Wo Whe alphaV?

A: All Whe alphaV aUe pUopoUWional Wo    

If k decreases, Whe Uoad narroZs, Whe alphaV increases.   Analog\, the supports need to appl\ more "pressure" to push the
margin tighter.

If k increases, Whe Uoad Zidens, Whe alphaV decrease.  Analog\: wider road needs less "pressure" on the supports to hold it in
place.


